G
Correction

Bac Maroc 2023 Sc-Maths

Exercice 1 (7,5 points)
Partie I

4 1 1 1
1. a) Nous devons montrer que Yte [0; +oof, e < 177 <3 (1 + i t}2) .

4 1 41 +1t) - (2+1¢)?
(2+t)2 1+t (2+t)2(1+1¢)
444t 44t
(24 1)2(1+ 1)
t2
T2+ 0210

o Vie[0; 4ol

-2 <0 42
Orvte[0; +cf,  (2+)?>0 = —u——<0
[ [ 14t>0 (2+82(1+1)
4 1
= <0

(2+t)2 1+t

. 4 1
Dot |¥te [0; 4o, mél—‘”

Yte[0; +ocf 11 1+ ! SE .
* TP It 2 (1+t)2/) 1+t 2 2(1+¢)2
2148 (1+8)? 1

2(1 + t)2
2492t —1—-2t—t2—1
2(1+1¢)?
t2
T 21+ 1)
y t2<0 —t?
OI VtE[O, +'I[, {2(1+t)2'}0 e WM{HD

=

1 1
1+t_§(1+(1+t)2)$:‘0

. 1 1 1
D’onl th—:[o, +DC[, l—ﬂ—téé(l—i—m)

4 1 1 1
Par conséquent, nous avons montré que : |Vt e [0; +0f, m < T+t < 3 (1 + 7) .
J

1. b) Soit un nombre réel z Z 0.

4 1 1 1
D’aprés la question précédente, nous savons que Yt e [0; z], m s — = 2 (1 + (7

Des lors,

® 4 L | 1 1
——dtg | —dt<| - [14+——-=] dt

_[)(2+t)? L1+t _[)2( +(1+t)2)
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1 1 1 1 1
= 4(2+$ m)éln{l%—m) ln(l—!—O}éE[(m 1+$) (0 1—4-(])]
— 4( ! +1)£ln(1+$)—0£1(x— ! +1)

24+x 2 2 1+x

2+2+zx In(1 + )<1 z+z2?2 - 1+1+z
_ = = =
2(2 + x) HETEs g 1+z
T 1 (2% + 2z
= 4 < In(1 < -
(2(2+x)) n(l +2) 2(1+z)
2 1 (2?+2z
_— él 1 < =
- 2+ n(1+2) 2 ( 1+= )
2 1 (2% + 2
Par conséquent, nous avons montré que : |Vz e [0; +oof, 2_’_—I£ <ln(l+2z) < 2 (Il 1 ;;) .
. . (. . ) P In(1 + x)
2. Soit g la fonction numérique de la variable réelle z définie sur ]0; +oo[ par: g(z) = ————.
x

r)—1 1
Nous devons montrer que : lim & = —.
x—0 xT 2

z=0

2 1 fz(z+2
Par la question précédente, nous savons que : Va € ]0; +oof, % sln(l +2) < 2 (%)
x x

Dés lors, en divisant les trois membres des inégalités par z (£ 0), nous obtenons que pour tout z € ]0;

+ool,
2 Inl+z) 1/z+2 2 T+2
< <5 = ——<g@)< 57—
2+ x 2\1+= 2+ 2(1 + z)
2 T+2
1< g(s S o
R 9(@) 2(1+ z)
. 2—2—3:< (@) 1{:::—#—2—2—2:::
L Tz -1 22 27
2+ I 2(1 + z)
x x
< 1€ ——
= 2+ 9() 2(1+x)
. -1 ég(m)—lé -1
2+ T 2(1+ x)
I 1
im = =
u:—v82+$ 2
=
Or 1 1

lim —— = ——
z—0 2(1 + z) 2
x>0

Selon le théoréme d’encadrement (théoréme des gendarmes), nous en déduisons que | lim ———— =

Partie 11

Soit f la fonction numérique de la variable réelle  définie sur ]0; +oo| par :
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1. Calculons lim f(x).

T— 00

lim f(z) lil}_l' glz)e ™

r—+ 00
. In(l+z
linx ge x
r—4 00 €T
In(l+ =z 1+ax
= lim ( ) xe T
r—+m 14 T
(. In(l+ =z . In(X)
lim g lim L avec X =1+
e—+m 1+x X+
=0 croissances comparées
Or < 14 ,
. + ) xT
lim = lim - =1
e e
lim e ® = lim eX =0
\ &—+ 00 (X=—2) X— o

Nous en déduisons que lim f(z) =0x1x 0, soit que | lim f(x)=0]|.
& —+ 00 400

Graphiquement, ce résultat signifie que la courbe [b]C admet une asymptote horizontale d’équation y =
0 au voisinage de +00.[/b]
2. a) Montrons que la fonction f est continue & droite en 0.
D’une part, f(0) = 1.
. . In(1+
D’autre part, lim f(z) = lim u T,
x—0 x—0 xT
x>0 x>0
. In(l1+x) ., In(1+z)—In(1+0)
Or lim ——— = lim

x—0 xT x—0 x—0
=0 x=0

= h'(0) avec h(z) = In(1 + x)
1 , 1
e —
14z 140

=1 car h'(z) =

In(1 + s
D’on | lim u =
x—0 xT

=0

1

L = [lime™® =1

xz—0
=0 =0

De plus, lim e~
x—0

. . In(l+=x N

Dés lors, lim g e *=1x1=1, soit lim f(z)=1.
r—0 T -0
x>0 x=0

Par conséquent, la fonction f est continue & droite en 0 car lir% fl(z) = f(0).
€Ir—

x=0
2.b) Pour tout z € ]0; +o0|,
(0) o+ (222) - 2ot v g)
e “g(z) —glz) + g(z) -1
_e Tg(x) 1
flz) 1
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= |Yze]0; +oo, f(Ii L_ (e 1 l)g(:}:) + (g(‘E)Tl)

2.¢) Nous devons en déduire que f est dérivable a droite de 0 et déterminer f(0).
. \
@) FO) @) 1
r—0 r—10 r—0 T
=0 =0
o] z)—1
lim (e )g(:c) + (&)
x—0 T xT
=0
€ _q x _ 0
Or o lim ¢ lim (u)
x—0 x xz—0 x—0
=0 z=0
=Fk(0) aveck(z)=e*
= 1 cark'(z) = e *—=— k(0= e'= 1

e —1
D’on | lim ) = -1

x— T
=0
In(1+a)

e lim g(z) = lim 1 (voir Partie Il - 2. a) == |lim g(z) =1
x—0 x—0 I x—0
x>0 x>0 =0

x—0 T
z=0

e |lim (9(“”)7_1) = —% (voir Partie I - 2.)

Dot linh M =(-1)x1+ (_1) - _1— 1

T— 0 2 2
=0
)
— | lim M = § cR
r—0 xr—0 2
x=0
» . s % " . ! Al 3
Par conséquent, la fonction f est dérivable & droite de 0 et f;(0) = —3

3. Montrons que f est dérivable sur ]0; +oo|.
Par définition de f , nous savons que pour tout z € ]0; 4|, f(z) =g(z)e *.

La fonction g est un quotient de deux fonctions dérivables sur |0; +eoo[ avec z = 0.
La fonction z +»e™® est dérivable sur ]0; + 00| comme étant la composée de deux fonctions dérivables.

Il s’ensuit que la fonction f est dérivable sur ]0; +oo|.

De plus, pour tout z € ]0; 0],

) - (111(1$+ z) e_m)

(ln(l + :.c)); T 4 In(1+ z) N

T T
(In(l+x)) xz  In(l+z)xa . In(l+x) "

= 5 x e +T(e$)

xX

xzx—In(l+z)x1

1+‘L‘ xe_m_Mxe_m

2 T

T
—— —In(1+x)

1+ _I_ln(l—l-u:) Cy
p X e ——— xe
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Lj In(1 + x)

| 1+z In(1+ z) —
z?2 T
\
z—(1+z)In(l+2z)
l+z - In(l+z) e
z? x
\
_ (u: (1+z)In(1+ z) ln(1+u:)) S
z2(1 + z) T
_ (u: (1+z)In(l+=2) =z(1+x)In(l +$)) e ®
z2(1 + ) 22(1 + x)
z— (l+z)In(l+z) — z(l+z)In(l+ x) N
= x e
22(1 + x)
z—(1+z)ln(l+z)1+z]
- z2(1 + ) ¢
- (I+2)?In(l+x)
- 22(1 + x)

z- (1+z)?In(l+z)
22(1 + x)

= |Yze|0; +of, f(z) =

4. a) Nous avons montré dans la Partie I, question 1. b), que pour tout z € ]0; +co|,
2?4+ 22
1+z /-

2x 1
<lh(l+z)< >
i U 2(

Dés lors, pour tout z > 0,

, 1 (2% +2 . .
—(1+a)?%x 2 (le i;:) < (1+z)P?xIn(l+z)< —(1+z)?x

2r
24+ x
T

—%(1 +z)(z? +22) < —(1+2)?In(l +2) < (1 + 2z +2?) x

24+ x
2z + 4z?% + 223

1
——(2?+ 24+ +222) < —(1+2)’In(l +2) < —
2 24z

2 3 2 2 3
2?2+ 22 + 23+ 2 2z + 4z° + 2
€T " €T €I < (1 )2111(1 } < " 2.’.1’.' X

+

2

2 .3 2 2 2 .3

2r — x 2r —x 2z ém—(1+:§)zln(1+m)g2x+$ 2r — 4z 2x
2 24z

o ] 2 23 2
jT&Eéx (1+2z)2In(l +z) < %

z?(x + 3) z?(2x + 3)

2 24z
—z?(x + 3) _ T (1+2)?In(1 + z) - —z2(2z + 3)
2z2(1 + ) z2(1 + x) T 22(1+3)(2 + x)

(z +3) _z (1+2)2In(l +z) _ (2z + 3)
2(1+z) z2(1 + x) T (1+2)(24+2)

<z (1+z)?n(l+z) <

car z2(1+z) >0

(inégalités (1))

2z + 3 —(2z +3)
Ore=0 = e T |Trorts

3 —(z+3
Montrons que pour tout £ = 0, nous obtenons — - < L
2 2(l+ax)

3 —(z+3) 3 T+ 3
—_— s —— — — P ——
2 " 2(1+2) 2 21+
T+ 3

3>

1+«

——1
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= 3Jl+z)>x+3
= 3+4+3x=x+3

= 2r=0
= x>0
3 —(x+3)

Dot |: I b )
ou |z >0 = 2{2(1+$)

és lor inégalités (1) uvent étr mplété mme suit :
Dés lors, les "inégalités (1) " peuvent étre complétées comme suit

3 (z +3) _z (1+2)?In(1 + z) - (2z + 3)

- = = D
2 < 2(1+2) 22(1 + 2) A+a)2+2)
1 2In(1 + z)
Par conséquent, |Vx e]0; 40|, g <2 ( ;;(R;L ;g R
4. b) Puisque 'exponentielle est strictement positive sur R , nous avons :
3 =z (1+2)In(l +x)
Yeeld; +of, —= < <0
ze]0; [ 2 z2(1 + x)
. ée“: x (1+$)an(1+m)em{0
2 z2(1 + x)

—_ —ge_‘t(f’(a:}c:()
Or z2>0 = —z<0
= e <1
e Eem'} 5

3 3
Nous obtenons alors, ¥z €]0; +o ], ) < —Ee‘“ < fl(z) <0,

soit |Vae]0; +oof, g < fi(z) <0

5. a) En nous basant sur la question précédente, nous pouvons dresser le tableau de variations de f .

|
| T 0 +oC
70 -1 |
| fi(z) - - -
fa(0) = 3 <0 |
2 | -
I f(z) N N N
0

5.b) Courbe C et la demi-tangente & droite au point de C de coordonnées (0; 1) dont le coefficient

) 3
directeur vaut 7"
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Partie IIT
1. Montrons que I'équation f(z) = 3z admet une unique solution & dans ]0; +o0].

Soit la fonction h définie dans |0; +oo[ par h(z) = f(z) — 3z.
Notons que h(z) = f(z) 3z <= h(z) = f(z)+( 3z).

La fonction h est continue sur U'intervalle ]0; +oco[ (somme de deux fonctions continues sur cet intervalle).
La fonction h est strictement décroissante sur l'intervalle J0; +oo[ (somme de deux fonctions strictement
décroissantes sur cet intervalle).

= |(0=] xE»IJIrl'x h(z); ml—i-nnl— h(z)|

{ lim h(z) = lim} [f(z) 3z]=1-0=1
x—0* xz—0
xll-lllx h(z) = mll-rfx [f(z) —32]=0-w=-x

Selon le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation h(z) = 0 admet une unique solution
¢ dans [0; +oof .

Par conséquent, I’équation f(z) = 3z admet une unique solution ¢ dans ]0; 4+oo[, soit | f(a) = 3a|.

ug = 3

2. Soit e R*™ et (uy,)pen la suite numérique définie par : 1
(tnJner i1 = 3fun) (¥meN)

2. a) Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n , u, = 0.

Initialisation : Montrons que la propriété est vraie pour n = 0, soit que wug =0

C’est une évidence car ug = B Rt =— gy =0.
Donec l'initialisation est vraie.

Hérédité : Montrons que si pour un nombre naturel n fixé, la propriété est vraie au rang n , alors elle est
encore vraie au rang (n +1).

Montrons donc que si pour un nombre naturel n fixé, u, = 0, alors u,, 1 = 0.
En effet, nous savons par la question 5a - Partie Il que Vx e ]0; +xc[, f(x) = 0.
Or par hypothése, u, €10; +oc.

1l s’ensuit que f(u,) = 0.
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Par conséquent, .

L’hérédité est vraie.

Puisque l'initialisation et I’hérédité sont vraies, nous avons montré par récurrence que |[vne N; u, =0/.

. 1
2. b) Nous devons montrer que : VneN: |u,.1 —al < §|un —al.
La fonction f est continue et dérivable sur I'intervalle [0; +co|.
. 3 .
Nous avons montré dans la Partie II - question 4. b) que vz €]0; +oo], 3 < f'(z) < 0 et par suite,
, 3

< —.

@) <3

D’aprés I'inégalité des accroissements finis sur I'intervalle [0; 400 [, nous obtenons: Vz,y € [0; +f, |f(z)— fly)| < |z —y

2
Or ac [0; 4o et ¥neN, u,e [0; +of.

Ds lors, |f(un) ~ f(a)] < 5lun — .

. 3 . 3
Il s'ensuit que [3unp+1 — 3a| < §|1.-:‘,JL o , soit que 3|up41 — al §|un o
, 1
Par conséquent, |VneN: |u,i1 —af < 5 un — al.
i A £ # . ]_
2. ¢) Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, |u, — o < on B «al
Initialisation : Montrons que la propriété est vraie pour n = 0, soit que |ug — a| < 2 B al.
) . 1 1
C’est une évidence car |ug —a| = [ —a| == ||lug—al= 2—0|,3 —al| car 20 = 1.

Donec l'initialisation est vraie.

Hérédité : Montrons que si pour un nombre naturel n fixé, la propriété est vraie au rang n , alors elle est
encore vraie au rang (n +1).

. , 1 1
Montrons donc que si pour un nombre naturel n fixé, |u, — | < 2—n|ﬁ —al ,alors |up41 —al < WLB —al.

. ., 9 1
En effet, nous savons par la question précédente que Ve N: |up1 —of < 3 [un — al.

1
Or par hypothése, |u, —a| < —|8 — al.

2?'1.
1 1

Il s’ensuit que YneN: |u al < = x —
q | n+1 | 2 on

B al

. 1
Par conséquent, |VneN: |u,1 —af < Whﬁ — q

L’hérédité est vraie.

Puisque l'initialisation et ’hérédité sont vraies, nous avons montré par récurrence que

1
YneNj |u, —a 32—n|ﬁ—a|

2.d) Montrons que la suite (up)nen converge vers t.
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. . .y . 1
Nous avons montré dans P'exercice précédent que vn e N;j |u, —a| < on |8 —«af.

n—+m 2N g

1 \" 1
Or lim = lim (5) =0 car0 < 3 <1
N . 1
Doun lim —|f—a|=0

n——+o0 21

1
|u'n_a’| = 2—n|,6—a|

Donc 1 - lim |u, o/ =0
lim —|8—a|=0 ot
Tn— 410 2“ |ﬁ |
Par conséquent, | lim u, = «

TL—* 1

Exercice 2 (2,25 points)

On consideére la fonction numérique : x> e* et soit (I") sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O, ;? _;}

Pour tout n € N* et pour tout ke {0;1;---;n}, on note My le point de la courbe (I") de coordonnées

(5et)

Bt

: . : E k+1 o 1
1. a) Nous devons montrer que: Vke {0;1;---;(n—1)}, Sex c ]— : —[ tel que : e —en — —e%,
n n n
E k+1 E k+1
La fonction f: x> e® est continue sur {— ; et dérivable sur ]— ; [ .
n n n n

D’apres le théoréme des accroissements finis, nous déduisons que :

e () o (8) e (52

k+1 k k+1-k 1
) n o n T n
E k+1 1
Par conséquent, Vke {0;1;---;(n— 1)}, Elckc]—; L[ tel que e e = Zeck.
n n n

\ 1 —
1. b) Nous devons montrer que : Yke {0;1;-;(n—1)}; MeMpyiq = —+'1 + e2cx
n
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- \,!(%)2 [1 + (eck)z]

= —+/1 + e
n

1 —
Par conséquent, Yk e {0;1; - ;(n—1)}; MMy = —v1+ e
n

. 1 —
1. ¢) Nous avons montré que : Vke {0;1;---;(n— 1)} MpMp1 = —+/1 + e2e
n
}k k+1[ [k k+1]
Or ¢ € —_— = (€ |—; —
n n n n
k k+1
= — =% Cp =
n n
2k 2(k +1
= — = 2C.k = ( h )
n n
— oW <o <o

— ltem <l4e®rglre

- —_— ! 2(k41)
- '\/1+e%éx’1+62“k£\a"1+e n
1 Ik 1 5 1 2(k+1)
= —V1t+tenw = —Vl+te < —\l+te =
n n

n

2[!. 1)

Do [k e {015 (n— D ~\/1+e% < MMy < —\/1+e

n—1
2. Soit (Sn)penx la suite numérique définie par : Yne N*; S, = Z MM 1.
k=0

2.a) Soit ne N*.
1

Nous avons montré que Vke {0;1;---;(n—1)}; —v1+ en < MM, < '\.’ 1 +eti
n

Des lors,

1 (
nV]_-i-e“ < MMy 1 < '\,"1-1— =

nly nl 1%t athi)
f 2k +

— D o l4eR < Y MMy <= ) S\ 14e

ko k—0 o™

n—1 {7 1 -i

1 / 2[& 1)
E —_ '\I." ]_ + e ﬂ Z

n —
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n—1 ;
Changeons les indices dans Iécriture Z \fl +e
k=0

2(k+1)
)

Soit i =k + 1,

si k=0,alorsi=0+1=1
si k=n 1a10:rsi=(n 1)+1=n

. 1 mn f _
Dans ce cas 2 _ - 14es == /14+ew.
: Z\ Zw néw

. 1 2k
p Squent, |VneN* — = [1+e% <8, < 1462
ar consequent, ne y Z Vite Sh I~ kzl \x +e
2.b) Soit la fonction f définie sur [0; 1] par f(z) = V1 + e2=.

La fonction f est continue sur [0; 1].
Rappelons le corollaire du théoréme sur les sommes de Riemann.

Soit [iJf une fonction continue sur [a ;b] (a < b).

( k(b )) ot Sz‘n=b;“2n]f

#* . 3
Pour tout neN*, ,onpose: sy, =

Alors les suites (si,,) et (Sz2,) convergent et lin|1 S1n
L 00

b
li:rfl Son = -[ flz) dz|.
T 0 a

Appliquons ce corollaire lorsque a =0et b = 1.

Nous obtenons : f(a+ @) =f(0+w) =f(£) =V1+ew

n

De plus,

b—a" k(b—a 1- / 1% :
S1,n = " Zf(a+ (n )): Z\’al-{-e% E 31'“252\;14’6%

k=0 k=0
b—a « k(b—a) 1-0 & 2k 1S [T =
et S2;n= n Zf(ﬂ.'f‘ ” ): " Z‘Vl-{—en B 82‘11:;2’\‘;]_4_3“
k=1 k=1
Des lors,
Vn e N* lnzl /1+e% <3S <li‘\-’!1+eQ
; ”k—o\ RPN

n.l

f 1 mn ,"I or
i i - ! n
— lim E \/ 1+e™w < vr11_1&1'}( Sp, < lim El V1+e

n—to n g n—+m 1

= llm S1n < lim S, < lim S,
n—4o0 T —+ 1
1
— j flz)dz < lim S, < j flz) dz
L=+ 00 0
1
— f\/1+ezxd$£ lirf Sné—[\/l+ezxd$
0 TL— 1
Par conséquent, | lim S, = J A 14 e dx|.

T+~ 0

Exercice 3 (3,5 points)

On considére le nombre complexe : u = 1 + (2 — /3)i.

1. a) Nous devons écrire sous forme exponentielle les nombres complexes : 1 —1 et 1+ +/3i
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¢ Ecrivons d’abord z; =1 i sous forme trigonométrique, soit sous la forme z; = |z1|(cosfy + isiné).

Nous savons que |z;| = /12 + (- 1)2 = /2.
Nous obtenons ainsi :

Z1 = — = —_— e — —_— = _—
1 1 A \,-";_2 \,-";_2 1 21 A 2 2 1

V2
costh = - -
D’on _ = 0 =——2m
) V2 4
sin 64 3

Nous en déduisons que la forme trigonométrique de z; est : z; = /2 [cos (—

N

)ssn ()]

Par conséquent, la forme exponentielle de 1 —1i est : ll —i=+2e 1T

e Ecrivons 2z, = 1 + /31 sous forme trigonométrique, soit sous la forme 2z, = |[z5|(cosfy + isinf,).
2 que, 2 2 2 2)

 —— N —
Nous savons que |22| = 4/ 124+ (V3)2=vV1+3=+4=2.
Nous obtenons ainsi :

— 1 3
22=1+\;3i=2(§+"—31)

2
1
cosfly = 2 .
D’ott — == f = —[27]
. 3 3
sinfly = >

™ ™
Nous en déduisons que la forme trigonométrique de 2zp est: zo = 2 [cos (E) +isin (g)}

Par conséquent, la forme exponentielle de 1 + /3i est : |1 +1/3i=2¢€'F |,

(1—1)(1++/31)

1. b) Nous devons montrer que : — — eifz,
242
(1—1)(1++3i) +2e'T x 265
24/2 242
— e T x el
— 5%
— i35
el1z
i /31
. (1 1)(11-&31,. TS
24/2
1. ¢) A laide de la question précédente, nous obtenons :
(1-1)Q1++3i) =« 1+v3i—-i++v3 .
-~ — eliz _ — pliz
24/2 242
V3+1+ (\;’ﬁ —-1)i o
— — = eliz
242
V3+1l 431 ™ Loy
— = +1 —— = COS (—) + 1s8In (—)
24/2 24/2 12 12

Par identification, nous en déduisons que :
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\;”E +1
) 242
) _ V31
242

. T V31
tan (—) = s (E) _ 2'\.-";5 _ \,."";3 ]. _ ('\«"{.’3 1)2
127 cos () VBEL VBHL L (VBHI(VE-D)
12 W,
V2 )
_ 3 - 2'\.-"'.’5 +1 _ 4 — 2\,.-""5 B 2(2 B '\.,.-";3)
C (VB2-12 3-1 2

=2 /3

T —
te — =2 /
= dn(lZ) V3

1.d) A laide de la question précédente, nous obtenons :

— T
—14+(2-VB)i=1+it (—)
U + (2 —+/3)1 +itan 13

isi (1) cos (1) + isi (1)
15111 12 12 1811 12

=1+ Ty T
cos (E) cos (E)

eitz 1 o
— = — T eliz = _ ellz = — eliz
cos (—) coS (—) V3 +1 V3+1
12 12 273

O 2V2(v3 1)
(\;”E - 1)(\;”5 -1)

= |u= (V’% — V’E) ez

2. On considere les suites (Zn)new €t (Yn)nen définies par :

= ITp — (2 - \f’ﬁ]yn

B . _ Ln+1 -
To=1 ; yp=0 et (VvneN) { (2 —V3)zp + yn

Yn+1

2. a) Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n , =, + iy, = u™.

Initialisation : Montrons que la propriété est vraie pour n = 0, soit que zg + iyo = u0.

, .. To+iyo=1+ix0 xo +iyo =1 ; 0
C’est une évidence car —_ = |xg+iyy=u
ul =1 ul =1

Donec l'initialisation est vraie.

Hérédité : Montrons que si pour un nombre naturel n fixé, la propriété est vraie au rang n , alors elle est

encore vraie au rang (n +1).

Montrons donc que si pour un nombre naturel n fixé, x, + iy, — u™ , alors Z,.1 + iyns1 — u"?

En effet,

Tpy1 + iyn+1 = Tp — (2 - '\a’fg)yn +1 ((2 - '\a’fg):’:n + yn.)
= Tp — (2 - '\a’xg)yn + 1(2 - '\a’fg)xn + iyn
=2p +iyn +1(2 - V)T — (2 V3)Yn
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. . — 1
=T + 1Yn + 1(2 - \afg} (:En - ; yn)

=&, + iy, +1i(2 — \;”g} (n, +1iyn)
= (2p + iyn) (1 +i(2 - V@))
— un, w1

— un+1

: n+1
= Tnil +1WYn1 = U |

L’hérédité est vraie.

Puisque l'initialisation et ’hérédité sont vraies, nous avons montré par récurrence que |vne Nj z, + iy, = u"|.

2. b) Nous en déduisons que pour tout entier naturel n ,

T

Tn + iYn

n . .
(voir question 1. d)

- =, inw
V6 — /2] e 12

=u

= [(v6 — v2)elz|
(

= (V6 —\2)" (cos (%) + isin (%))

"
) (o 3) o ()
= — isin [ —
cos - 12 12
12 )
car v/6 — /2 = —— (voir question 1. d)
cos —
12
cos(nﬂ) i (n'.rr)
hdad in [ —
= | Tp + iyp = ,}r2n+i -i,l]—Qn
(cos E) (cos E)
( cos (n?r)
Iy = »}rz 0
(COb E)
Par identification, nous en déduisons que : | <
niw
sin (—)
Yn = ,}r2 0
[ (e 3)

—

3. Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O;e7,e3).
Pour tout entier naturel n , on note A, le point d’affixe z4, = u™.

3. a) Nous devons déterminer les entiers n pour lesquels les points O, Ay et A, sont alignés.

Z — Z
Les points O, Ay et A, sont alignés < ZAn %0 R,

ZAO_ZO
n
Za. — 20 u™ —0
Or 2 —~“ cR e O—CR
zZA, — 20 u’ —0
mn
u
— TFR

— u"elR
= x,+iy, R

= y,=0
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. ( nm )
sin [ —
12

—_— =8l _ )

T n
(COS —)
12

— sin(E) =0

12
T
ke Z : — =
— ke Z 12 km
n
— chz.ﬁ=k

— dkeZ : n=12k

Puisque n est un nombre entier naturel, nous avons : n = 12k avec k€ N,
Par conséquent, les points O, 4, et A, sont alignés si et seulement si n est multiple de 12.

3. b) Nous devons montrer que pour tout entier n , le triangle OA, A, ,; est rectangle en A, .

Montrons d’abord que les trois points O, A, et A,.1 sont distincts deux & deux.

Nous savons que les affixes des points O, A, et A,.; sont respectivement 0, u™ et u"*!.

e u#0 = u"#0

~ [420]

e u#0 = untl =0

= [Am70

{un+l =y xu’

n+1 7
E—— U ?(:u
u#1

= [ A2 A

Donc les trois points O, A, et A,,; forment un triangle.

Montrons ensuite que le triangle OA, A, ; est rectangle en A, .

. ZA — ZA .
Le triangle OA, A, .; est rectangle en A, = Tl T R,
Z[‘] - zAﬂ
ZAn.. — A, u'n+l —u™

Or

Zo — 24, 0—um
u'n+l —u®
uﬂ'.
T bl
u"(u— 1)
u'n
u—1

1

1—u
-1 (1 + (2 vﬁ)i)

—(2— \,’ﬁ)i

ZA —ZA .
n+1 T e IR

20 — %A,

Par conséquent, le triangle OA, A, .; est rectangle en A, .
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Exercice 4 (3 points)
Soit p un nombre premier impair.
On considére dans Z l'équation (E): 2% = 2[p].

1. a) Montrons que 2P ! =1][p|.

Puisque p est un nombre premier impair, nous déduisons que p A 2 = 1.
En appliquant le petit théoréeme de Fermat, nous savons que si p est un nombre premier et si pA2=1,

alors [2P 1 =1]p]|.

1.b) Remarques : (2%‘ 1) (2%‘ n 1) — (2"’2—‘)2 12— (2%1 1) (2“’2—1 + 1) |

et p étant un nombre premier impair done positif, (p -1) est un nombre pair positif, ce qui implique que

-1
p e N

2

Des lors,
2?7 1l=1[p] < 2! _-1=0]p]
= (27 1) (2" +1) =0y
— p|(2"z—1—1)(2”71+1)
— p|2¥—1 ou p|2p_21+1 car p est premier

— 2%1—150[131 ou QPTl—i-lEO[Iﬂ

e |27 =1[p] ou 2°T = 1][p|

2. Soit z une solution de ’équation (E ).
2. a) Montrons que p et £ sont premiers entre eux.

Nous allons utiliser une propriété des nombres premiers : si un nombre premier ne divise pas un entier, il est
premier avec lui.
Montrons alors que le nombre premier p ne divise pas z .

Par 'absurde, supposons que p divise = .

plz — p|a?

Puisque z une solution de I’équation (E ), nous savons que z? = 2[p] , soit que z? 2 =0][p] .
Donc plz? 2.

Il s’ensuit que :

2
plz s o
=1 xr X 2
{sz plle? - (a2 2)
— pl(x?-2?+2)
= p2

Ce qui est absurde car p est un nombre premier impair et est donc supérieur ou égal a 3.

D’on la supposition ”p divise = 7 est absurde.

Par conséquent, le nombre premier ne divise pas z .

En utilisant la propriété des nombres premiers rappelée ci-dessus, nous en déduisons que p et = sont

premiers entre eux, soit ..

2.b) Montrons que : 2°7 =1 [p].
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D’une part, nous savons que p est premier et que p Az =1.

D’apres le petit théoréme de Fermat, nous déduisons que |[zP ! = 1[p]|.

D’autre part, z est une solution de I'équation (E ), soit z? = 2|p| .

. p _
Nous avons montré dans les remarques que 5 e N.

Des lors,

1

=2[p] — (22)F =2% [p]

—  |a? 1=2"T [p]|

Par la transitivité de la congruence modulo p , nous obtenons :

a1 = 2" [p] 2°7 =a” ![p]
—

a? ' =1]p] a? ' =1[p]

3. Montrons que Vke {1,2,---,p— 1}, p|C§.

— 2% =1][p]|.

- R A k _ plp—1)!
TRelZ et G T Y T RE D R
(p—1)!
k: _—
R L = rTes]
— k(’,‘g:pC‘p_l
~ plkCE

Or p nedivise pas k car (ke {l1,2,---,p—1} = k<p—-1l<p = k<p).

D’otl, en utilisant la propriété des nombres premiers rappelée dans la question 2. a), nous en déduisons que
prk=1.

En résumé, nous savons que p divise le produit kC;‘ et que p est premier avec k .

Donc, par le théoréme de Gauss, p divise C;,‘ .

1. a) Montrons que : (1 +1)? = 2% cos (pg) +i2% sin (pg) .

=1 1
1+i=v’2( +1 —)
V2

/2
V2 V2
(7 +1%)
v’ﬁ (cos (Z) + 1 sin (g))

(&

:'\«f

— = 2o () ()
7 (o () 16 ()’
- (8 (o () 1o ()’

5 (cos (p :) +1isin (p 1 )) (en utilisant la formule de Moivre)

Par conséquent, | (1 +1)? = 2% cos (pg) +12% sin (pg) .
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k=2t k=2t
4.b) On admet que (1+1)P = Z (—1]"6’5’“ +1i Z (—l]kC’ng .
k=0 k=0

Nous devons montrer que 2% cos (p%) €Z et que 2% cos (pg) =1]p].

(1+i)P = 25 cos (p%) +12% sin (p%) (voir 4.a)

Nous savons que : k=2t k=2t
“p Cvke2k 1yk2k+l
L+ = > (-DFCF+1 D) (-1)kC2
k=0 k=0
=25t
En identifiant les parties réelles, nous obtenons : 2% cos (pg) = Z (—1)’“03" .
k=0
(-1)keZ
Or { = (-1)kC?*cZ
2k 2
C;¥eN
kit
Dot > (-1)fCF ez
k=0
Nous en déduisons que 2% cos (p%) cZ
De plus, nous avons montré dans la question 3. que vke {1,2,---,p 1}, p C;,‘.
—1
Autrement dit, Vke {1,2,---, pT}, Pl Cgk , soit Cgk = 0[p]
Des lors,
Vke{l,2, 1DLl} C*=0[p] = (—1)kC* =0]p]
b ¥ ¥ 2 ¥ p - p p - p
ket
= > (-1 =0]p|
k=1

_p-1
k=5

= (-1)°CY+ ) (-1 = (-1)°C)pl
k=1

_p 1
k 2

— Y () =1p]
k=0

—
Puisque 2% cos (pg) = Z (—1)kC§k , nous en déduisons que 2% cos (pg) =1]p].
k=0

5. Nous devons en déduire que si p = 5[8] , alors 'équation (E) n’a pas de solution dans Z.
p=5[8] <= dJkecZ:p=>5+8k.

Supposons par 'absurde que z est une solution de I'équation (FE).

Dans ce cas, nous avons montré & la question 4. b) que 2% cos (p%) =1|p|.
Dés lors, nous obtenons :
2% cos (pg) =1[p] < 2Zcos ((5 + 8k}g) =1]p]

— 25008(5% +27r) =1|p]

e 2% cos (%) = 1[p)

— 2"%><( if)=1[p]
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PN 2%1=1[p]
PN 2%1— 1(p]

Or nous avons montré dans la question 2. b) que 2"z = 1[p].
Nous en déduisons que :

{2-";—1 = 1[p| .
27 =1(p|
= 2=0[p]

= p|2

Nous venons de montrer que si z est une solution de I'équation (E) , alors p divise 2, ce qui est impos-
sible, car p étant un nombre premier impair, il est strictement supérieur a 2.

Par conséquent, si p = 5[8] , alors I’équation (F) n’a pas de solution dans Z.

Exercice 5 (3,5 points)

0 0

0 0) et d’'unité

On rappelle que (M3(R), +, x) est un anneau non commutatif de zéro la matrice O = (

0

. 1 L,
la matrice I = (0 1) , et que (M3(R),+,.) est un espace vectoriel réel.

On considére 'ensemble E = {M(:{:,y} = (:Ez-i;;y . g y) /(z,y) € RQ} .

Partie I
1. Montrons que E est un sous-groupe de (M3(R), +).
Nous savons que (M3(R), +) est un groupe car (M3(R), +,.) est un espace vectoriel.

Pour montrer que E est un sous-groupe de (M3(R), +) , il suffit de montrer que la partie £ de M3(R)
comprend I'élément neutre du groupe (M3(R),+) et que VM, M'c E: M - M'c E.

Tr+y y

. SoitM(m,y}=( % w—y

)CE avec x =y = 0.

M(0,0)=(g:8 Oﬂo)cg . M(D,O)=(g g)cE

-
o Soit M(z,y)e Eet M'(z',y/)e E
_']_,"+ :c! + ! f
Alors M(z,y)— M'(z',yf) ( vy oy ) B ( 2y,y y )

2y -y ' —
_ ((w—a:’) +(y—vy) (v—9) )
2(y—y) (z—2")—(y—vy)

=M(z—2',y—y)eE

— |VM(z,y) e BE,M'(@,y) e E: M(z,y) — M'(z,y) € E|
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Par conséquent, F est un sous-groupe de (M;(R), +).
2. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de (Ms(R), +,.).
En effet,

o |Ec MyR)

« O=M(0,00cE —

o Y M(x,y),M'(z',y')e E et Va,Bc R,

T+ Y '+ y
O.’M(Iy}-FJBM ?y)_a(Zy $_y)+}6( 2,9,! :Er_yr

_ (a(w+y) ay )+ (ﬁ($’+y’) By )
20y a(z y) 28y B y)

B (cm: + ay oy ) N (,3:[:’ + By’ By )
2ay ar — ay 28y Bx' — By

(cm: +ay + Bz’ + By ay + By )
20y + 28y ax — ay + Bz’ — By
_ ((cmr +B2') + (ay + By') ay + By’ )
2(ay + By') (az + B2') — (ay + BY')

= M(azx + Bx',ay+ By’ e E

|V M(2,9),M'(e',y) € E et Yo,Bc R, aM(z,y) + M (',y) B

Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de (M;y(R),+,.).

3.a) ¥ (z,2',y,y") e R :
) z+y '+ Y
M(x,y)xM:ry}—(2y )X( Qy.- mi‘_yi‘
($+y)£ +y;+2yy (z+y)y +yla' — o)
2y(z" +y) + (z —y)2y 2yy' + (z —y)(z' —¥')
(m: +xy +yx' +yy + 2y zy +yy +yz’ gy )

2yx’ + 2yy’ + 2zy’ - 2yy' 2y +xx’ o xy o yx' +yy

zz' + zy' + yx' + 3yy’ zy' +yx'
2yz’ + 2xy zz' +3yy vy —yzx
(za’ +3yy}+ (xy + yz') xy + yz'
2(zy’ + ya') (zz’ + 3yy') — (zy’ + ya')

= M(zz' + 3yy’, xy’ + yz')

— |V (z,2',y,y") e RY: M(zx,y) x M'(z',y) = M(zz' + 3yy',zy’ + yz')

3. b) Nous devons montrer que (FE,+, x) est un anneau commutatif et unitaire.
e Montrons que (E,+, x) est un sous-anneau de (My(R), +, x). .
oo I cC Mg (R) .
10
se [cFE car I = 0 1 =M(1,0)e E
se Y M(z,y)c E,M'(z',y')e E: M(z,y)— M'(z',y’) € E car (E,+) est un groupe (voir question 1).
oo YM(z,y)e E,M'(z',y')e E: M(z,y) x M'(z',y") € E car cette propriété a été démontrée dans R*

(voir question 3. a).
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Dot (E,+, x) est un sous-anneau de (Mz(R),+, x). .

Par conséquent, (F,+,x) est un anneau

e Montrons que la loi x est commutative dans E .
En effet,

VM(z,y)e E,M(z',y') e E:

M(z,y) x M(z',y") = M(zz’ + 3yy', zy’ + yz')
= M(z'x + 3y'y, 2’y + y'z)
= M(z',y') x M(z,y)

— [V M(z,9) € B,M(2',y)) € E: M(z,y) x M(z,y') = M(2',y/) x M(z,y)]

Par conséquent, (E,+,x) est un anneau commutatif.
e Puisque [ e E, nous en déduisons que (E,+,x) est un anneau commutatif et unitaire.
1. a) En utilisant la question 3. a), nous obtenons :

M(V3,1) x M(-3,1) =M (\,f'ﬁ X (V3) +3x1x1,v3x1+1x( Vﬁ})
=M (—3 + 3, V”g V”g)
- M (0, 0) -0

— | M(v/3,1) x M(-+/3,1) =0

1. b) Nous avons montré que M (+/3,1) x M(-+/3,1) = O.
Or M(\/3,1) #0 et M(-+/3,1)#0

Il s’ensuit que ’anneau (E, +, x) n’est pas intégre car M(+/3,1) et M(—+/3,1) sont des diviseurs de
zéro.

Par conséquent, étant donné qu'un corps est un anneau intégre, nous en déduisons que (E, +, x) n’est pas
un corps.

Partie I1

. ) w0 _ _(xty ¥y .
Soient F = {x +yv3/(z,y) € Q?} et G = {M(m,y} = ( 2% a:—y) [ (z,y) e QQ} .
1. Nous devons montrer que : ¥ (z,y)c Q*: 2 +yv3=0 < (z=0¢et y=0)

e Montrons que V(z,y)cQ?:z+yv3=0 = (z=0¢et y=0)

Eneffet, z +yv3 =0 =z = —y/3.
Supposons que : y # 0

I — T —
Dans ce cas, nous obtenons : — = —4/3 , ce qui est impossible puisque — € Q et —+/3 # Q.
Yy Yy
Donc .
r=—yv3
De plus = |z =0]|.
plus, { y—0 T

Dot, Y(z,9)cQ?:2+9yv/3=0 = (z=0c¢et y=0).

e Montrons que V(z,y)eQ?:(x=0 et y=0) = T+ V'3 =0
Cest évident car (z =0 et y=0) = z+yvV3=0+0x+3=0.
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e Par conséquent, |V (z,9)eQ*:z+yv3=0 < (z=0c¢et y=0)

2. Nous devons montrer que F — {0} est un sous-groupe de (R*, x)
Nous savons que F — {0} = R*.

Pour montrer que F — {0} est un sous-groupe de (R*, x), il suffit de montrer que 1ec F — {0} et que
Vo +yv3, ' +y'v3e F {0}, (z+yv3) x (2 +y'v3) ‘e F {0}

1=140x+/3 ou (1,0)€ Q?

e 1lc F—{0} car {1#0

o Yz +y\V/3cF {0}V +y\3cF {0},
T +yv3
@+ AE -y
(@ +yVB)(@ —y'VB)
xx' — 3yy’ + yr'/3 — 2y’ /3
x'2 — 3y

(o +y3) x (&' +y/V3)

zx' 3y yx' wy o . (zz'  3yy yr' - xy )
T 2?7 _3y? g2 _3y2V M\ T 3y 32 ) Q

= |(z+yVv3) x (¢’ +y'V3) teF

De plus,
T+ y\vV3e F {0} T4+ yV3#0
— = _
' +y'V3eF {0} ' +y'v3#0
e

T+ 'yv’g # 0
(' +y'v/3)" 1 #0

1

— |(z+yV3) x (2 +y'vV3) L #0

Dot |Vz+yv3, 2’ +y'V3eF— {0}, (z+yv3)x(z'+y'v3) 1eF {0}

Par conséquent, F' — {0} est un sous-groupe de (R*, x}.

3. Soit ¢ lapplication définie de F — {0} vers E par: V(z,y) e Q* —{(0,0)}; oz + yv/3) = M(z,y).

3.a) Vérifions que @(F — {0}) =G — {O}.

P(F - {0}) = ¢ ({z +yV3/ (@,y) € Q* -~ {(0,0)}})
~{p@+vv3)/ (@,y) € @~ {(0,0}}

= {p(z +yv3) / (z,y) € Q*} — {©(0 + 0/3)}
= {M(:E:y) .-"; (‘T:y) € QZ} - {M(O! D)}
-G {0}

— [p(F{0}) =G {0}

3. b) Nous devons montrer que ¢ est un homomorphisme de (F' — {0}, x) vers (E, x).

Vaz+yV3, 2 +yv3eF {0},
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@ ((I +yv3) x (2’ + y’v@)) = ((M’ +3yy’ + (zy + ysc’)v"ﬁ)
= M(zx' + 3yy', zy’ + ya')

Mz,y) x M(z',y') (voir question Partie I - 3. a)

= p(z +yv3) x p(a’ +y'V3)

Vo +yV3, ' +y'v3e F— {0},
p((z +yv3) x (2 +¥'V3)) = p(z + yv3) x (=’ +y'V3)

Par conséquent, ¢ est un homomorphisme de (F - {0}, x) vers (E,x).
3. ¢) Montrons que (G — {0}, x) est un groupe commutatif.

Nous avons montré dans la question 2 que F — {0} est un sous-groupe de (R*, x)
Done F — {0} est un groupe commutatif car (R*, x)} est un groupe commutatif.

Or I'image d'un groupe commutatif par un homomorphisme est un groupe commutatif.

Il s'ensuit que @(F — {0}) est un groupe commutatif.
Puisque @(F — {0}) = G — {0}, nous déduisons que (G — {0}, x) est un groupe commutatif.
1. Nous devons montrer que (G, +, x) est un corps commutatif.

——> Montrons que (G, +) est un groupe commutatif.
Pour ce faire, montrons que G est un sous-groupe commutatif de (Mz(R), +).

ee (G est une partie non vide de M>(R) car O e G.
es En vertu de la question 1 - Partie I, nous obtenons : YM(z,y)e G,M'(2',y) e G : M(z,y) — M'(z',y') = M(z —

Dés lors, G est un sous-groupe commutatif de (M;(R),+).
Par conséquent, (G,+) est un groupe commutatif.
——> Nous savons que (G — {0}, x) est un groupe commutatif (voir question 3. c).

—> La multiplication est distributive par rapport a ’addition dans G car la multiplication est
distributive par rapport a I'addition dans M3(R).

Par conséquent, (G,+, x) est un corps commutatif.
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